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modelom Lotka-Volterra. Na tento účel som napı́sal program. Pomocou
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2 Teória 5

2.1 Diferenciálny model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Úvod

„Každý môj krok je krokom k ciel’u, samozrejme, že to platı́

aj o krokoch spät’.“

Pri pohl’ade na okolitú prı́rodu je jasné, že všetko so všetkým súvisı́. Na princı́pe eko-

logickej rovnováhy existujú celé ekosystémy, ktoré sú vel’mi krehké a citlivé na zmeny.

Môžeme povedat’, že naša planéta je jeden vel’ký ekosystém.

Pozorovanie a pochopenie týchto princı́pov je neodmyslitel’nou súčast’ou nášho života

v snahe nenarušit’krehkú rovnováhu ekosystémov. Neštudujeme však naraz najzložitejšie

vzt’ahy, ale pochopenı́m a popı́sanı́m jednoduchšı́ch elementov skladáme akúsi „stavebnicu

prı́rody“.

Lotka (Lotka, 1925) a Volterra (Volterra, 1926), dvaja matematici, takmer nezávisle

na sebe popı́sali vzt’ah dvoch populáciı́. Na základe známych pozorovanı́ napı́sali mate-

matický model pomocou dvoch diferenciálnych rovnı́c (2.1).

V prvej časti svojej diplomovej práce som popı́sal vytvorený program, ktorý mal

pomôct’ analzyovat’ dynamiku systému Lotka-Volterra, ktorej sa venujem v druhej časti

práce. Analýzou dynamiky modelu by som mal objasnit’a spresnit’vplyv parametrov p a h

na dynamiku modelu, najmä v niektorých kritických, doteraz nepreskúmaných oblastiach.
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1 História

„Čas ukáže. . . “

[RADOVAN ONDÁŠ]

V prvej kapitole diplomovej práce priblı́žim stručne niekol’ko faktov z histórie a

predstavı́m objavitel’ov modelu predátor-korist’, ktorý takmer nezávisle na sebe popı́sali

vzt’ah dvoch populáciı́. Na základe známych pozorovanı́ napı́sali matematický model

pomocou dvoch diferenciálnych rovnı́c (2.1).

Volterra inšpirovala štúdia počtu rýb v Jadranskom mori, pričom Lotka sa zaoberal

hlavne interakciou medzi rastlinami a zvieratami, ktoré sa nimi živia.

1.1 Hudson Bay data

Zrejme najrozsiahlejšı́m súborom dát, ktorý ilustruje cyklický charakter zmien počtu

dravcov a koristi sú záznamy kanadskej spoločnosti Hudson Bay Company, zachytáva-

júce počty kožušı́n snežných zajacov a rysov (obr. 1 – 1), ktorých predaj táto spoločnost’

sprostredkovala v obdobı́ 1845 – 1935 (Purves & Orians & Heller, 1992).

Obrázok 1 – 1 Počty ulovených zajacov a rysov

V (Igor, 1994) však autor poukazuje, že nie všetky takéto prı́klady sú úplne „čisté“.

Konkrétne v prı́pade známych údajov kanadskej spoločnosti nám ukáže podrobnejšie
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štúdium záznamov a d’alšı́ch faktov, že tento ideálny prı́pad z prı́ručky nie je celkom typický

a jasný. V (Igor, 1994) je spomenutý dôležitý fakt, že aj v inej oblasti, kde sa lovili snežné

zajace, no snežné rysy boli vyhubené, môžeme pozorovat’podobné cyklické výkyvy počtu

zajacov ako v prı́pade oblasti, kde populácia snežných rysov nebola vyhubená. Z toho teda

vyplýva, že v prvom rade sú závislé zajace na potrave, pôrodnosti a sile populácie a až

potom sú rysy závislé od zajacov! V tomto konkrétnom prı́pade sa teda zdá, že ekológovia

najzvučnejšı́ch mien podl’ahli pokušeniu vidiet’to, čo chceli vidiet’. . .

1.2 A. J. Lotka

Alfred James Lotka (1880 – 1949), USA

Alfred Lotka, chemik, demograf, ekológ a matematik, sa narodil v Lvov (Lemberg),

v tom čase patriace Rakúsku, teraz Ukrajine. Do Spojených štátov amerických prišiel

v roku 1902 a napı́sal mnoho teoretických článkov o chemických osciláciách v prvých

dekádach dvadsiateho storočia. Napı́sal knihu pre teoretickú biológiu (Lotka, 1925). Je

najznámejšı́ za navrhnutie modelu predátor-korist’ v rovnakom čase, ale nezávisle od

Volterra (model Lotka-Volterra je stále základom mnohých modelov použı́vaný na analýzu

dynamiky populácie). Neskôr opustil (akademickú) vedu a strávil väčšinu pracovného

života v poist’ovacej spoločnosti (Metropolitan Life). Stal sa prezidentom PAA (Population

Association of America).

1.3 V. Volterra

Vito Volterra (1860 - 1940), Taliansko

Vito Volterra, taliansky (Ascona – rodné mesto) matematik, ktorý približne v rovnakom

čase ako Lotka navrhol model predátor-korist’. Nie je to však jeho jediné pole pôsobnosti.

Študoval i Verhulstovu logistickú funkciu. Záujem Vita o matematiku začal vo veku 11

rokov. V trinástich sa pustil do štúdia problému troch telies, kde pokročil rozdelenı́m času

do malých intervalov.

Jeho rodina bola vel’mi chudobná (otec zomrel, ked’mal Vito 2 roky), ale po navšte-
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vovanı́ lekciı́ vo Florencii bol schopný prestúpit’ do Pisi v roku 1878. V Pise študoval

matematiku u Bettiho a skončil ako Doktor Fyziky, 1882. Stal sa Profesorom Mechaniky

v Pise a po Bettiho smrti prevzal vedenie katedry Matematickej Fyziky.

Počas rokov 1892 – 1894 publikoval články o parciálnych diferenciálnych rovniciach,

obzvlášt’rovnice cylindrických (valcových) vĺn.
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2 Teória

„Vždy ked’význačný vedec vyhlási, že je niečo možné, je takmer isté, že

hovorı́ pravdu.

A ak sa vyjadrı́ tak, že je niečo nemožné, je vel’mi pravdepodobné, že sa

mýli.“

V nasledujúcej kapitole rozoberiem diferenciálny model a jeho diskretizovanú podobu

potrebnú pre iterovaný výpočet. V závere priblı́žim rovinu p−h z pohl’adu knihy autorov

(Peitegen & Richter, 1986).

2.1 Diferenciálny model

Model Lotka-Volterra predstavuje sústavu dvoch diferenciálnych rovnı́c, kde prvá z nich

popisuje zmenu vel’kosti populácie koristi K v čase a druhá zmenu vel’kosti populácie

dravca D v tom istom čase:

dK
dt = aK−bK D

dD
dt = cK D−d D

(2.1)

Konštanty v rovniciach majú nasledujúci význam:

K vel’kost’populácie koristi (počet)

D vel’kost’populácie dravca (počet)

a nárast populácie koristi pri absencii dravcov (v tomto prı́pade by sa jednalo

o exponenciálny rast),

d pokles populácie dravcov pri absencii koristi (v tomto prı́pade by sa jednalo

o exponenciálny pokles),

b úbytok v populácii koristi vplyvom útoku dravcov,

c nárast populácie dravcov vd’aka „využitiu“ ulovenej koristi.
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2.2 Diskretizovaný model

Pri numerickom riešenı́ sústavy diferenciálnych rovnı́c, tvoriacich model Lotka-Volterra

dochádza k ich diskretizácii. Tento proces je v istom zmysle bližšie k realite, nakol’ko počty

jedincov v populácii ako aj zrod a uhynutie jedinca majú diskrétny charakter. V (Peitegen

& Richter, 1986) je navrhnutá zaujı́mavá kombinácia dvoch jednotkových numerických

metód – Eulerovej a Heunovej. Ak v spojitom modeli Lotka-Volterra zavedieme označenie

použité v 2.1, potom kombinované numerické riešenie má tvar:

Kn+1 = Kn + h
2 [ f (Kn, Dn)+ f [Kn + p f (Kn, Dn),Dn + pg(Kn, Dn)]]

Dn+1 = Kn + h
2 [g(Kn, Dn)+g[Kn + p f (Kn, Dn),Dn + pg(Kn, Dn)]]

(2.2)

Funkcie f () a g() majú nasledujúci tvar odvodený z 2.1:

dK
dt = aK − bK D = f (K, D)
dD
dt = cK D− d D = g(K, D)

(2.3)

2.3 Rovina h–p

Nasledujúci obrázok (2 – 2) je prevzatý z (Peitegen & Richter, 1986) a predstavuje pôvodný

popis roviny parametrov p a h. Obrázok zohral hlavnú úlohu pri výbere témy diplomovej

práce. Autori totiž uvádzajú, že hranice oblastı́ sú naznačené iba schematicky. Dalo sa

očakávat’, že niektoré časti budú vykazovat’zaujı́mavý fraktálový charakter.

V (Peitegen & Richter, 1986) autori uvádzajú popis štyroch oblastı́, ktoré rovina

obsahuje.

V oblasti I sa nachádzajú body, ktorým v rovine x-y odpovedá jediný atraktor. Nı́m je

bod (1, 1), ku ktorému všetky body oblasti skonvergujú.

V II body atraktora ležia na uzavretej krivke, ku ktorej orbity konvergujú z vnútornej

alebo vonkajšej strany (body na tomto atraktore netvoria nejakú pravidelnú postupnost’–

keby sme ich spojili lomenou čiarou, vytvorili by nepravidelnú hviezdicu, napr. obr. 2 – 4).

V (Peitegen & Richter, 1986) je tento atraktor označovaný ako invariant cykle. V d’alšom

texte budem výskyt tohoto atraktora nazývat’ako „invariantný cyklus“.
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Obrázok 2 – 2 Rovina p–h podl’a (Peitegen & Richter, 1986)

Pre oblast’ III nemožno nájst’ taký atraktor ako pre oblast’ II, no nachádza sa tam

podivný atraktor ako na obr. 2 – 7.

Pre IV neexistuje atraktor okrem nekonečna, kde skončia všetky body (dynamika

iterácie diverguje).

V popise obrázka 2 – 2 v (Csontó & Palko, 2002) autori interpretujú prechod z oblasti

I. do oblasti II. ako zmenu stabilného bodu na nekonečne malý invariantný cyklus, pričom

konvergencia je v blı́zkosti tohoto prechodu vel’mi pomalá. V oblasti II existuje neko-

nečne vel’a úzkych zubov, vymedzujúcich podoblast’II*, pre ktorú okrem invariantného

cyklu existuje aj d’alšı́ atraktor, tvorený konečným počtom izolovaných bodov. Takýmto

prı́padom je p = h = 0.73 (čierny bod na obr. 2 – 2). Na obr. 2 – 3 je pre tento prı́pad

orbita končiaca na invariantnom cykle (počiatočná podmienka je blı́zka singulárnemu

bodu (1, 1)). Na atraktore – invariantnom cykle – končia všetky orbity, začı́najúce v bielej

oblasti. Na obr. 2 – 5 je druhý atraktor, tvorený deviatimi bodmi. Na tomto atraktore končia
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Obrázok 2 – 3 Krivka – atraktor v oblasti II (p = h = 0.73)

Obrázok 2 – 4 Hviezdica v oblasti II (p = h = 0.73)
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Obrázok 2 – 5 Atraktor s periódou 9 (p = h = 0.73)

Obrázok 2 – 6 Podivný atraktor v oblasti III (p = 1, h = 0.9)
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Obrázok 2 – 7 Podivný atraktor na hranici II - III (p = 0.9, h = 0.85)

všetky orbity, začı́najúce v niektorej z červených oblastı́. Na deviatich z nich ležia body

atraktora.

Pri prechode z oblasti II do III je možné pozorovat’„rozpad“ invariantného cyklu na

konečný počet drobných plôšok, tvoriacich podivný atraktor – po doznenı́ prechodových

dejov sa body orbitu vyskytujú iba na týchto plôškach (obr. 2 – 6). Pri d’alšom „posune“

do oblasti III sa tieto plôšky „roztiahnu“ do čiar a podivný atraktor je tvorený čoraz

zložitejšou splet’ou (obr. 2 – 7). Podrobnejšie v kapitole 4.3.3 a na obr. 4 – 33, 4 – 34 a

4 – 35.
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3 Program

„Prvá polovica programu vyžaduje 95% času na dokončenie.

Druhá takisto.“

[MURPHYHO ZÁKON]

Nasledujúca kapitola popisuje softvér, ktorý som naprogramoval pre podrobnejšie štúdium

diskretizovaného modelu Lotka-Volterra a prieskum dynamiky bodov roviny p−h. Prog-

ram umožňuje jednorázové generovanie obrázku podl’a zvolených parametrov, zist’ovanie

dynamiky vybraného bodu iterovanı́m, automatické generovanie obrázkov a prehliadač

(samostatný program) takto vytvorených obrázkov uložených v špeciálnom formáte.

3.1 Základné údaje

Hlavnú čast’programu, ktorá umožňuje vyšetrenie orbity pre zvolený bod p−h roviny, som

vyvı́jal už ako semestrálny projekt. Postupom času som funkcie programu rozširoval až do

jeho dnešnej podoby. Vybraný bol programovacı́ jazyk C++ a programovacie prostredie

Microsoft Visual C++. Z toho vyplýva aj fakt, že bol použitý operačný systém Microsoft

Windows.

Model Lotka-Volterra je náročný na výpočtový čas. Na náročnost’ modelu Lotka-

Volterra upozornil aj autor na stránke (Edwards, WWW). V tabul’ke 3 – 1 uvádzam časy

potrebné na výpočet jedného obrázka modelu Lotka-Volterra pomocou môjho programu.

Čı́sla uvádzajú čas potrebný na vygenerovanie obrázka s rovnakými parametrami (tab.

3 – 2), ale s odlišným rozlı́šenı́m.

Parametre použitého počı́tača: Intel Pentium P4 2.6 Ghz, 512MB RAM a operačný systém

Microsoft Windows XP Professional.

3.2 Jednorázový výpočet

Táto čast’softvéru umožňuje sledovat’dynamiku jedného bodu z roviny p−h. Po spustenı́

sa zobrazı́ hlavné okno ako na obr. 3 – 8. Pomocou neho je možné nastavit’všetky potrebné
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400x300 18s

640x480 30.5s

800x600 48s

1024x768 78s

Tabul’ka 3 – 1 Časy generovania obrázka modelu Lotka-Volterra.

p 0.73

h 0.73

Iterations 500

Periodicity tolerance 0.001

In f inity treshold 90

X (0− 6.5)

Y (0− 4.5)

Tabul’ka 3 – 2 Parametre generovaného obrázka.

parametre diskretizovaného modelu Lotka-Volterra. Program pri výpočte použı́va rovnice

uvedené v 2.2. Implicitné hodnoty, ktoré sú nastavené hned’po spustenı́, stlačenı́m tlačidla

Draw VL! umožnia vyrátat’ a zobrazit’ zrejme najznámejšiu podobu diskretizovaného

modelu uvedeného v (Peitegen & Richter, 1986), obr. 3 – 10.

Parametre α, β, γ a δ, ktoré je možné nastavit’v hlavnom dialógovom okne sú para-

metre a, b, c a d z rovnı́c 2.3. Tieto sú nastavené štandardne na hodnotu 1. Toto nastavenie

vychádza z úvah v (Peitegen & Richter, 1986) pri transformácii z diferenciálneho k dis-

kretizovanému modelu. Nastavenie parametrov je možné v intervale (0,1). Dôležitými

hodnotami, ktoré ovplyvňujú výslednú dynamiku systému sú p a h. Pre skúmaný model

sú prı́pustné hodnoty v intervale (0,1). Ďalšı́mi hodnotami, ktoré majú vplyv na výslednú

dynamiku je počet iteráciı́ v jednom cykle výpočtu (na obr. 3 – 8 parameter Iterations),

prah nekonečna (Infinity treshold) a citlivost’ s akou prebiehajú testy (Periodicity tole-

rance). Práve tieto tri parametre významnou mierou ovplyvňujú to, ako budú konečné
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Obrázok 3 – 8 Hlavné okno programu.
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oblasti s nájdenými atraktormi zobrazené. Nevhodná vol’ba týchto parametrov, môže dat’

falošné výsledky. Pri situáciách, kde to nie je jasné, máme možnost’ skúmat’ dynamiku

bodu samostatne. V hraničných situáciách aj parameter Iterations zohráva dôležitú úlohu.

Obrázok 3 – 9 Rozdiel v počte iteráciı́ pri generovanı́. Vl’avo 500, vpravo 1000.

V iteračnom procese sa v každom kroku rátajú nové hodnoty. V niektorých situáciách

je potrebné ošetrit’ divergenciu iteračného procesu do nekonečna. Je zvykom stanovit’

hornú hranicu, v mojom prı́pade ako Infinity treshold. Ak test hodnôt v aktuálnom kroku

túto hranicu prekročı́, vyhlásim iteračný proces pre hodnoty v danom bode, ako nekonečno

a iteračný proces ukončı́m. Môj program testuje hodnoty novej iterácie nasledovne:

ak

x2
new+y2

new> prah, (3.4)

potom označ bod ako nekonečno a ukonč iteračný proces pre aktuálny bod s parametrami

x a y.

Periodicity tolerance nastavuje presnost’, s ktorou sa musia zhodovat’odpovedajúce si

body dvoch po sebe nasledujúcich cyklov. Platı́, že čı́m menšia hodnota, tým presnejšie je

určenie cykla.

Je dôležité poznamenat’, že hlavne v hraničných oblastiach sa prejavia všetky spo-

mı́nané parametre. Pri skúmanı́ je nutné rátat’ aj so zaokrúhl’ovanı́m pri matematických

výpočtoch. Pri vysokých počtoch iteráciı́ sa aj minimálna chyba zaokrúhl’ovania časom
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naakumuluje a môže ovplyvnit’výsledok tak citlivého systému.

Obrázok 3 – 10 Okno programu so zobrazeným VL.

Parametre v hlavnom okne umožňujú nastavit’ vel’kost’ výsledného obrázka (Width,

Height, Image size), či špeciálny výrez (X-Ymin, X-Ymax). Tlačidlo Draw VL! podl’a

nastavených parametrov zavolá funkciu na vyrátanie a zobrazenie obrázka VL do nového

okna (obr. 3 – 10). Pri dlhšı́ch výpočtoch zobrazuje aktuálny stav progress bar. Prepı́nač

Cycles/Wo cycles prepı́na funkciu hl’adania, resp. nehl’adania cyklov v obrázku. Výber

vol’by Cycles nastavı́ program na hl’adanie periodických atraktorov a druhá len kreslı́

farebné obrázky (vid’obr. 3 – 11). Vyfarbovanie v režime Wo cycles použı́va test ako v 3.4.

Jeho interpretácia je však mierne upravená. Farby sa nedajú v programe menit’. Nebolo

ciel’om diplomovej práce napı́sat’program, ktorý bude generovat’„pekné“ obrázky. Táto

možnost’je iba na spestrenie.

Každá farba v obraze vygenerovaným so zapnutou vol’bou Cycles má svoj význam. Na

3 – 10 čierna farba pokrýva oblast’, kde iterácie pre daný bod konvergovali do nekonečna

(sú väčšie ako zvolený prah), biela je oblast’, z ktorej orbity končia na invariantnom cykle.

Ostatným farbám odpovedajú oblasti pre cykly, červená pokrýva oblast’, z ktorej všetky
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Obrázok 3 – 11 Farebný obrázok Lotka-Volterra s vypnutou funkciou hl’adania cyklov.

body skončia na cykle s periódou 9. Všetky farby a ich význam nájdete v užı́vatel’skej

prı́ručke.

Vo výslednom obrázku môžeme zadávat’výrez pomocou myši. Na obr. 3 – 10 je prı́klad

označeného výrezu. Takýto výrez je možné zrušit’ alebo potvrdit’, prı́padne zvolit’ nový.

L’ubovol’ne vel’ký výrez slúži na presný výber bodu, ktorého dynamiku chcem študovat’

v prı́pade, že na vel’kom obrázku je ho možné označit’t’ažko. Na obr. 4 – 43 vl’avo hore na

nachádza prı́klad oblasti, kde by bolo zložité označit’niektorý z bodov z tenšı́ch oblastı́ na

vel’kom obrázku. Save, obrázok uložı́ pre neskoršie prehliadanie.

Týmto možnosti programu nekončia. Myšou možno zvolit’ v oblasti obrázka bod

(obr. 3 – 12), ktorého dynamiku je možné d’alej študovat’. Na výber máme rôzne kresliace

body, alebo priamku. V kombinácii s možnost’ou výberu farby je to výborný nástroj na

odsledovanie správania sa bodu. Iterovat’môžeme s krokom 1, alebo väčšou dávkou krokov

naraz (Reps) – obr. 3 – 13. Na obrázku sú vyznačené spôsoby sledovania dynamiky. Ich

„vzhl’ad“ možno menit’počas jedného experimentu. Na obr. 3 – 13 sú ako prı́klad zobrazené

niektoré možnosti zobrazovania. V tomto okne si myšou môžem zvolit’aj iný bod, ktorého

dynamiku chcem študovat’. Takýto výber potvrdı́m po označenı́ bodu myšou, tlačidlom

Accept.
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Paremeter Step v okne na hl’adanie orbitov (obr. 3 – 13) slúži na nastavenie kroku,

s akým sa budú iterovat’hodnoty parametrov x a y. Pre výpočet spustený z hlavného okna

programu (obr. 3 – 8) tento parameter nie je dôležitý, pretože jeho výpočet je prevedený

automaticky nasledovne:
Xmax−Xmin

width

resp.
Ymax−Ymin

height

Funkcia tlačidla Clear je vymazat’obsah kresliacej plochy a vynulovat’počı́tadlo Actual

iter.. Reset vymaže obsah kresliacej plochy a nastavı́ všetky hodnoty na implicitné.

Obrázok 3 – 12 Výber bodu na iterovanie.

Podrobnejšı́ popis všetkých funkciı́ a možnostı́ je uvedený v užı́vatel’skej prı́ručke

k programu.
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Obrázok 3 – 13 Pracovné okno na sledovanie dynamiky jedného bodu.

3.3 Vyšetrenie obdĺžnikovej oblasti

Doteraz popisovaný spôsob umožňoval pozorovat’ iba jeden bod roviny p− h. Týmto

spôsobom je prieskum nejakej oblasti vel’mi náročný a hlavne zdĺhavý. Na skúmanie

väčšej oblasti slúži generátor. Z úvodného dialógového okna (obr. 3 – 8) otvorı́me tlačidlom

Generator dialóg (obr. 3 – 14), v ktorom nastavı́me oblast’, ktorú chceme bližšie preskúmat’.

Hodnota Start value určuje dolné ohraničenie oblasti. Súčin parametrov Count a Step po

pripočı́tanı́ k dolnému ohraničeniu určı́ horné ohraničenie požadovanej oblasti. Vzt’ah

parametrov a výpočet hornej hranice je zobrazený v nasledujúcej rovnici:

max value= start value+(step∗ count) (3.5)

Generátor automaticky vygeneruje názov adresára, do ktorého uložı́ všetky vygenero-

vané obrázky. Názov adresára môžno zmenit’ podl’a vlastných predstáv. Všetky ostatné

parametre potrebné pre výpočet program zdiel’a s hlavným dialógovým oknom. Tlačidlo

Generate! spustı́ samotné generovanie obrázkov. Počas výpočtu sa v l’avom dolnom rohu

zobrazuje aktuálny stav generovania. Užitočnou informáciou je aj čas trvania experimentu
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Obrázok 3 – 14 Generátor obrázkov VL na prieskum štvorcovej oblasti.

zobrazený po skončenı́ v pravom dolnom rohu dialógového okna.

Na prehliadanie nami vygenerovaných obrázkov slúži prehliadač popı́saný v nasledu-

júcej podkapitole.

3.4 Prehliadač

Samostatná čast’softvéru je prehliadač obrázkov. Dôvod na jeho napı́sanie bolo ukladanie

dodatočných dát o generovanom obrázku a tak bežný prehliadač nepostačoval. Každý

dátový súbor obsahuje aj informácie o parametroch použitých pri generovanı́. Pri spustenı́

si prehliadač jednoduchým dialógovým oknom (obr. 3 – 15) vypýta štartovacı́ adresár,

z ktorého načı́ta a zobrazı́ obrázky. V hlavnom okne (obr. 3 – 16) sa na l’avej strane

nachádza zoznam zobrazených obrázkov a pravá, väčšia čast’, slúži práve na ich zobrazenie.

Rozdelenie na ploche sa deje automaticky podl’a ich vel’kosti. Pod každým obrázkom sú

Obrázok 3 – 15 Štartovacı́ dialóg prehliadača VL.

zobrazené hodnoty parametrov p a h. Dvojklikom na názov vybraného obrázku sa otvorı́

dialógové okno, v ktorom sa nachádzajú všetky hodnoty o obrázku. Tieto parametre si

tlačidlom Save môžeme uložit’ a v hlavnom programe ich načı́tat’ pomocou vol’by Load
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Obrázok 3 – 16 Hlavné okno prehliadača VL.
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v menu Tools. Takto je zabezpečená spätná väzba prehliadač – hlavný program. Slúži na

bližšie preskúmanie dynamiky vybraného obrázku.

3.5 Základný algoritmus

Jadro programu, ktoré zabezpečuje hlavný výpočet je v podstate jednoduché. Náčrt algo-

ritmu je na obr. 3 – 17. Výpočet prechádza cez dve hlavné slučky. Prvá zabezpečuje iba

prechod cez všetky body roviny x− y a tá druhá vykonáva výpočet nových hodnôt xnew

a ynew pre každú iteráciu. Testovanie nových hodnôt podl’a 3.4 prebieha v každej iteráciı́.

Ak hodnota testu prekročı́ hodnotu prah, iteračný proces sa ukončı́ a informácia zistená

o bode je „nekonečno“. Ak túto hodnotu neprekročı́, po skončenı́ všetkých iteráciı́ vyhl’adá

periódu alebo invariantný cyklus a výsledok hl’adania zapı́še na pozı́ciu bodu.

3.6 Hl’adanie cyklov

Samotné hl’adanie cyklov v programe je zabezpečené volanı́m funkciı́ na prehl’adanie

pol’a s hodnotami iteráciı́, ktoré sa uložili v každom kroku. Pole je prehl’adávané odzadu,

pretože ak vzniknú periódy, tak potrebujú čas na ustálenie. Funkcia jednoducho overı́

hodnoty (s presnost’ou Periodicity tolerance) prvku s hodnotou (prvok− perida). Tento

test je vel’mi prı́sny, pretože požaduje, aby všetky hodnoty testovaných prvkov spĺňali test

Periodicity tolerance.
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Obrázok 3 – 17 Hlavný výpočtový algoritmus.
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4 Experimentálna čast’

„Fakty musı́te dobre poznat’pred tým, ako ich prekrútite!“

[MARK TWAIN]

Táto kapitola zhrnie do uceleného prehl’adu výsledky zı́skané prieskumom dynamiky

diskretizovaného modelu Lotka-Volterra v závislosti od parametrov p−h. Stručne popı́-

šem problém a doterajšie poznatky o rovine. Nasledovat’bude popis vlastných experimen-

tov pre skúmanie dynamiky tejto roviny. Súčasne s výsledkami vykonám aj porovnanie

so známymi údajmi.

4.1 Popis problému

Okrem napı́sania softvéru, ktorý má slúžit’na podrobný prieskum vplyvu parametrov p−h

na iteračný proces, bolo mojou úlohou túto rovinu aj bližšie preskúmat’. Motivácia vzišla

ako reakcia na obrázok (obr. 2 – 2) uvedený aj v (Csontó & Palko, 2002), ktorý bol prevzatý

z (Peitegen & Richter, 1986). Sami autori obrázka upozorňujú na fakt, že hranice, tak ako

ich oni uviedli, sú len odhadom a môžu sa po spresnenı́ odlišovat’. V oblasti II naznačili

malé plôšky v tvare „zuba“ s určitou periódou. Aký majú presný tvar a vel’kost’však už

neuvádzajú. Dodávajú, že takýchto zubov bude pravdepodobne nekonečne vel’a.

Prvou úlohou pri študovanı́ roviny p–h je zistenie hranı́c týchto oblastı́ a ich „presné“1

vymedzenie. V d’alšı́ch krokoch sa zameriam na bližšı́ prieskum ohraničených oblastı́ a ich

čo naj komplexnejšı́ popis. K tomu patrı́ presnejšı́ vzhl’ad a vel’kost’zubov, ich umiestnenie,

či vzt’ahy medzi nimi.

4.1.1 Podobný výskum

Počas pı́sania diplomovej práce som sa na internete našiel stránku (Edwards, WWW), na

ktorej autor popı́sal vel’mi podobný experiment tomu môjmu. Svoje výsledky budem teda

konfrontovat’s údajmi na tejto internetovej stránke a dopĺňat’o nové, zaujı́mavé fakty.

1Čo možno považovat’pri štúdiu chaosu za presné?? [:o)]
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4.2 Popis experimentov

Softvér, ktorý som napı́sal postačuje na jednoduché experimenty a oblasti, ktoré nie sú

prı́liš rozsiahle, no na prieskum vel’kej oblasti (rádovo desatiny) s vysokou presnost’ou

(rádovo tisı́ciny a viac) som program odl’ahčil od grafického prostredia a mierne prepı́sal

pre daný účel. Výpočtové jadro a parametre ostali rovnaké. Výstupom tejto špeciálnej

verzie sú dátové súbory pripravené na zobrazenie v externom programe. Ja som si na tento

účel zvolil Gnuplot.

Nastavenie programu po spustenı́ zaist’uje konfiguračný súbor.

Prvá fáza experimentov pokrývala celú rovinu p−h, aby som zistil a spresnil hranice

hlavných oblastı́. Táto čast’ experimentov pomohla odladit’ parametre tak, aby výsledky

boli dostatočne presné a relevantné. V nasledujúcej etape som sa sústredil na zaujı́mavé

oblasti a overovanie zistených faktov pomocou hlavného programu.

4.3 Vyšetrovanie štruktúry roviny p−h

V podkapitolách, ktoré nasledujú rozoberiem výsledky a zistenia o dynamike systému

Lotka-Volterra v závislosti od parametrov p a h. Popı́šem celkový pohl’ad na rovinu

p−h, a postupne podrobnejšie rozanalyzujem každú oblast’ zvlášt’ so zameranı́m sa na

najdôležitejšie fakty.

4.3.1 Hranice oblastı́

Výsledkom prvej etapy experimentov bolo zistenie hranı́c základných oblastı́ roviny p−h.

Obrázok 4 – 18 ukazuje celkový pohl’ad na rovinu p−h tak, ako ju vidı́m ja po experi-

mentoch. Dokážem na nej rozoznat’ štyri hlavné oblasti (I, II, III a IV). Každá z týchto

oblastı́ má svoju charakteristiku, ktorú neskôr bližšie popı́šem na samostatnom mieste.

Označenia oblastı́ som ponechal tak, ako je to na obr. 2 – 2 autorov (Peitegen & Richter,

1986). Orientácia podl’a tohoto označenia je už známa a jednoduchá.

Na (Edwards, WWW) autor uverejnil obrázok (4 – 19), s ktorým je možné môj výsle-

dok porovnat’. Oba obrázky sú skoro identické. Naše výskumy prebiehali takmer paralelne
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Obrázok 4 – 18 Rovina p−h podl’a môjho výskumu.
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a nezávisle od seba.

Rozlı́šenie obrázka z (Edwards,WWW) je však omnoho nižšie. Môj záverečný pohl’ad na

celú rovinu p−h je teda presnejšı́ a možno už na prvý pohl’ad nájst’niekol’ko informáciı́,

ktoré sa na obr. 4 – 19 nenachádzajú.

Obrázok 4 – 19 Rovina p−h podl’a (Edwards, WWW).

Otázka, ktorá je teraz dôležitá znie asi takto: Čo vlastne na tom obrázku vidı́m a ako

to možno porovnat’s obrázkom z (Peitegen & Richter, 1986)?

V prvom rade som zistil, že hranice hlavných oblastı́ sú na obr. 2 – 2 a 4 – 18 odlišné. Odhad

autorov pôvodného obrázka a ich upozornenie o presnosti sa teda potvrdil. Hranice oblastı́

na obr. 4 – 18 teda považujem za presné. Potvrdil to aj obr. 4 – 19 prevzatý z (Edwards,

WWW).
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Hranica medzi oblast’ou I a II má podl’a (Edwards, WWW) aj analytické vyjadrenie v tvare:

1
h

>
1
p

+
p
4
. (4.6)

Ako vidno v grafickej interpretácii body, ktoré spĺňajú podmienku na l’avej strane sa

nachádzajú v oblasti I. Ostatné vypĺňajú II, III a IV. Hranica v zjednodušenej podobe je

zobrazená na obr. 4 – 20.

Obrázok 4 – 20 Hranica vyjadrená podl’a 4.6.

Hranica medzi III a IV je omnoho zložitejšia a pravdepodobne neexistuje jej presné

analytické vyjadrenie.

Oblast’II už na prvý pohl’ad zaujme. Je to najdôležitejšia a najzaujı́mavejšia čast’na štúdium

a zaslúži si najviac pozornosti. Zuby, ktoré vidiet’zobrazené rôznymi farbami, predstavujú
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oblasti, kde atraktorom sú periodické cykly. Každá farba znamená cyklus s inou periódou.

Na (Edwards, WWW) autor pomenoval tieto zuby ako „rohy“. Podrobnejšie sa tejto téme

venujem v kapitole 4.3.3.

4.3.2 Oblast’I

Pre všetky body v oblasti I, ktorá je zobrazená na obr. 4 – 18 a 4 – 20, platı́, že majú jediný

atraktor, do ktorého skonvergujú. Je nı́m bod (1, 1). Je to singulárny bod pre diskretizované

rovnice 2.2. Ak odštartujem iterácie pre akúkol’vek kombináciu parametrov (p, h) z danej

oblasti, skončia všetky body v atraktore (1, 1). Jediný rozdiel medzi orbitami pre body

z tejto oblasti bude v rýchlosti konvergencie k atraktoru. Rýchlost’ konvergencie bodov

v oblasti bude mat’charakter vrstevnı́c ako na obr. 4 – 21. Krivky v strednej časti obrázka

naznačujú vrstevnice rýchlosti konvergencie k atraktoru v smere šı́pok. V hornej časti

(začiatok šı́pok) je konvergencia k atraktoru rýchlejšia ako na konci šı́pok, či v l’avom

dolnom rohu roviny p−h. Horná a dolná čast’obr. 4 – 21 názorne zobrazuje aká rýchla je

konvergencia k atraktoru. Tieto obrázky sú vytvorené mojim softvérom, ktorý bol na tento

účel napı́saný. Je na nich jasne vidiet’rozdiel, ktorý som spomı́nal vyššie. Konvergencia

navrchu je pre parametre p = 0.9, h = 0.4 a spodný záber ukazuje rýchlost’konvergencie

bodu roviny pre p = 0.2 a h = 0.1.

4.3.3 Oblast’II

Najzaujı́mavejšou oblast’ou pre moje štúdium je oblast’ označená na obr. 4 – 18 ako II.

Už na prvý pohl’ad zaujme fraktálovou štruktúrou. Potvrdila sa prı́tomnost’ zubov, ktoré

načrtli už autori v (Peitegen & Richter, 1986). Bližšie štúdium podporilo aj tvrdenie, že

počet počet zubov s periódami nie je konečný.

Podrobné štúdium oblasti potvrdilo všetky uverejnené výsledky na (Edwards,WWW).

V nasledujúcom texte tieto fakty zhrniem a nebudem všade uvádzat’ich pôvod. Uvediem

aj niekol’ko porovnanı́, spresnenı́ a nových poznatkov.

Biela farba v oblasti II na obr. 4 – 18 predstavuje oblast’, pre ktorej body existuje jediný
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Obrázok 4 – 21 Náčrt rýchlosti konvergencie k atraktor (1, 1) v oblasti I.
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Obrázok 4 – 22 Oblast’C s naznačenými periódami.
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atraktor. Nı́m je invariantný cyklus. Body sa po takomto cykle pohybujú chaoticky. Na obr.

4 – 23 je ukážka takéhoto cyklu aj s procesom ustálenia. Nápadne sa podobá Siegolovmu

kotúču z Juliovej množiny (obr. 4 – 24).

Obrázok 4 – 23 Invariantný cyklus – podobnost’so Siegelovým kotúčom na obr. 4 – 24.

Vel’kosti periód hlavných zubov (vel’ké) tvoria postupnost’ smerom k (0, 0) v rovine

p−h tak, ako je to vidno na obr. 4 – 22. Smerom k (0, 0) vel’kost’periódy atraktora narastá.

Ako prı́klad sú uvedené dve periódy. 7 a 20. Na obrázku periódy 7 (p = 967,h = 0.822)

sú body naviac pospájané čiarami. Iterácie štartovacieho bodu sa po čase ustália na

siedmich hodnotách, ktoré sú stabilné – atraktor. Pre periódu 20 (p = 0.342,h = 0.4)

platia rovnaké pravidlá. Zelená farba označuje oblast’, z ktorej ak z akéhokol’vek bodu

odštartujem iteračný proces, po čase sa ustáli na cykle s periódou, ako to vidiet’na obrázku.

Na obr. 4 – 25 sa nachádza atraktor s periódou 8 a 10. Pre periódu 8 (na obrázku vl’avo)

je nakreslený iba cyklus. Spolu s nı́m existuje aj invariantný cyklus (biela). Na obrázku

vpravo som znázornil aj prechodový dej (malé žlté body). Po ustálenı́ som kresliacu plochu

nevymazal, ale prepol do režimu kreslenia čiar a spojil body atraktora do uzavretej krivky

pre lepšiu názornost’.
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Obrázok 4 – 24 Vznik Siegelovho kotúča v Juliovej množine.

Zub s periódou 7 nie je prvým v poradı́. Je prvým iba v oblasti, ktorú ohraničuje zhora

p = h = 1. Periódy s nižšı́mi cyklami pokračujú do oblasti, ktorá nebola predmetom

skúmania mojej diplomovej práce. Avšak autor na stránke (Edwards, WWW) skúmal aj

oblast’mimo intervalu (0, 1) a potvrdil klesajúcu postupnost’periód (obr. 4 – 28).

Obrázok 4 – 25 Perióda 8 vl’avo (p = 0.83,h = 0.77), 10 vpravo (p = h = 0.65).

Nielen periódy hlavných zubov vykazujú postupnost’, ale aj menšie medzi nimi sa

riadia presným pravidlom. Nemožno si nevšimnút’analógiu s Mandelbrotovou množinou.
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Obrázok 4 – 26 Perióda 30 (p = 0.25,h = 0.3).

Obrázok 4 – 27 Perióda 12 (p = 0.54,h = 0.57) s procesom ustálenia. Červené body – po ustálenı́.
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Obrázok 4 – 28 Rovina p−h podl’a (Edwards, WWW) za hranicami intervalu (0, 1).
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35 43 42 33

26 25

17

9 8

Tabul’ka 4 – 3 Sčı́tavanie dvoch susedov. Analógia s Mandelbrotom.

Pravidlo, ktoré platı́ medzi periódami hlavných zubov je jednoduché. „Perióda prostred-

ného zuba je vždy súčtom jeho dvoch susedov“. Na obr. 4 – 29 sú schematicky naznačené

tieto postupnosti medzi zubami s periódou 8 a 9. Rovnaký charakter sa opakuje medzi

všetkými zubami. Pri zuboch s vyššou periódou ako 24 sa na mojich obrázkoch už menšie

zuby nevyskytujú, pretože som obmedzil testy periód na 50. Toto pravidlo je prehl’adne

uvedené aj v tabul’ke 4 – 3 a obr. 4 – 30 zobrazuje rovnakú vlastnost’na Mandelbrotovej

množine.

Autor na (Edwards, WWW) upozorňuje ešte na jednu analógiu s Mandelbrotovou množi-

nou. Rovina p−h má k prı́kladom v rovine x−y analogický vzt’ah ako má Madelbrotova

množina k jednotlivým Juliovým množinám.

V mojich experimentoch som sa na hl’adanie hranice medzi oblast’ami II a III podl’a

obr. 2 – 2 nesústredil, pretože túto hranicu je vel’mi zložité stanovit’ automaticky. Jej

ohraničenie som vykonal manuálne na základe experimentov. Na internetovej stránke

(Edwards, WWW) autor zobrazuje oblast’ III z obrázka autorov (Peitegen & Richter,

1986) ako čiernu oblast’(obr. 4 – 19).

Na obr. 4 – 32 sú vyznačené body, predstavujúce postupný prechod z oblasti II do III.

Prı́slušné orbity aj s tabul’kami parametrov sú uvedené na obr. 4 – 33, 4 – 34 a 4 – 35.

Na obr. 4 – 33 je vidiet’postupné zväčšovanie invariantného cykla (oblast’II), na ktorom

po ustálenı́ končia všetky body z bielej oblasti. Postupným približovanı́m k oblasti III sa

charakter krivky stáva zložitejšı́m. Na obr. 4 – 34 a), b) je možné pozorovat’rozpad krivky

invariantného cyklu na plôšky. Môžme to považovat’za hranicu medzi oblast’ami II a III.

Oblast’kde sa tieto plôšky nachádzajú je vel’mi úzka. Sú to oblasti, kde perióda atraktora
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Obrázok 4 – 29 Pravidlo súčtov susedných periód.
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Obrázok 4 – 30 Pravidlo súčtov susedných periód na Mandelbrotovej množine.
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je už vel’mi vysoká a tak jej zobrazenie pripomı́na plôšky. Ako prı́klad je uvedený obr.

4 – 31.

Už zmena parametrov o jednu tisı́cinu zaprı́čiňuje zmenu atraktora z plôšok na podivný

atraktor, tvorený čoraz zložitejšou splet’ou čiar ako na obr. 4 – 34 – c),d),e) a f) (oblast’

III). Táto siet’ sa stáva zložitejšou až po hranicu s „nekonečnom“. Presné určenie tejto

hranice je vel’mi obtiažne. Nie je to jasné (analyticky) tak, ako pri prechode z I do II. Na

obr. 4 – 35 – f) je invariantný cyklus nakreslený červenou farbou preto, aby vynikli čierne

body „nekonečna“, ktoré už naznačujú postupný prechod do oblasti IV. V tomto prı́pade

skôr, či neskôr iterácia diverguje. Oblast’nie je celá čierna preto, lebo pre použitý počet

iteráciı́ nedôjde vždy k divergencii.

Obrázok 4 – 31 Plôšky – atraktor s vysokou periódou.

Obrázok 4 – 32 Body testované na obr. 4 – 33, 4 – 34, 4 – 35.
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Obrázok 4 – 33 Prechod z oblasti II do III – A.

a) p = 0.74, h = 0.655 b) p = 0.74, h = 0.66

c) p = 0.74, h = 0.68 d) p = 0.74, h = 0.7

e) p = 0.74, h = 0.72 f) p = 0.74, h = 0.742
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Obrázok 4 – 34 Prechod z oblasti II do III – B.

a) p = 0.74, h = 0.75 b) p = 0.74, h = 0.753

c) p = 0.74, h = 0.755 d) p = 0.74, h = 0.758

e) p = 0.74, h = 0.76 f) p = 0.74, h = 0.765
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Obrázok 4 – 35 Prechod z oblasti II do III – C.

a) p = 0.74, h = 0.768 b) p = 0.74, h = 0.77

c) p = 0.74, h = 0.775 d) p = 0.74, h = 0.78

e) p = 0.74, h = 0.782 f) p = 0.74, h = 0.783
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Ďalšou zaujı́mavou oblast’ou, na ktorú som sa zameral sú ukončenia hlavných zubov.

Na obr. 4 – 18 sa zdá, že existuje spojenie k čiare, ktorá sa t’ahá popri hranici s oblast’ou

I. Bližšı́ výrez na 4 – 36 túto domnienku potvrdil, avšak toto spojenie je vel’mi nestabilné

a neviem povedat’, kde je presná hranica medzi periódou a invariantným cyklom. To, že

spojenie špičky zuba s čiarou je nestabilné, vidno na sérii obrázkov 4 – 37. Biela na obrázku

znamená invariantný cyklus a ostatné farby označujú oblasti s nejakou periódou. Červená

znamená periódu 9. Na prvom z trojice sa nachádza ešte cyklus 9 (1200 iteráciı́). Po d’alšom

iterovanı́ sa body stabilného cyklu 9 začı́najú rozt’ahovat’(3000 iteráciı́) a nakoniec je ich

atraktorom krivka, po ktorej sa pohybujú chaoticky (5000 iteráciı́) – invariantný cyklus.

Obr. 4 – 38 zobrazuje charakter iteráciı́, ak štartovacı́ bod je v bielej oblasti. Chvı́l’u trvá,

kým sa iteračný proces ustal’uje (800 iteráciı́) a krátky čas sa pohybuje na atraktore

s periódou 9. Potom však zaniká a končı́ na invariantnom cykle, ktorá je jeho atraktorom

ako v predošlom prı́pade. Parametre p a h pre obe série sú totožné: p= 0.7318a h= 0.65.

Je to malý bod v zelenej oblasti na obr. 4 – 36. Podobné správanie predpokladám u všetkých

hlavných zubov.

Obrázok 4 – 36 Ukončenie zuba s periódou 9 – zelená. Červená – invariantný cyklus, modrá – oblast’I.

Aj na stránke (Edwards, WWW) autor upozornil na koexistenciu viacerých atraktorov

súčasne. Je možné nájst’ kombináciu atraktora s presnou periódou spolu s invariantným

cyklom. Výnimkou nie je ani kombinácia viacerých atraktorov s rôznou periódou v jednom
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Obrázok 4 – 37 Rozpad nestabilnej periódy v špičke zuba po 1200, 3000 a 5500 iteráciách.

Obrázok 4 – 38 Štart iteračného procesu z bielej (invariantný cyklus) oblasti – 800 a 8000 iteráciı́.
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obrázku bez prı́tomnosti invariantného cykla. Na túto koexistenciu som sa pozrel bližšie vo

výreze zobrazenom na obr. 4 – 39. Je to vyznačená čast’na obrázku 4 – 40. Pre názornost’

Obrázok 4 – 39 Zväčšenie oblasti s koexistujúcimi atraktormi.

som vytvoril niekol’ko obrázkov z aktuálneho výrezu, na ktorých je možné pozorovat’tieto

viacnásobné atraktory (4 – 41, 4 – 42, 4 – 43, 4 – 44).

Vel’mi zaujı́mavým zistenı́m je dvojnásobok a štvornásobok vel’kosti hlavnej periódy

tak, ako je to vidno na obr. 4 – 46. Pre atraktor s periódou 9 platı́, že obsahuje úzky pás

dvojnásobnej periódy a nižšie aj svoj štvornásobok. Predpokladám, že toto znásobova-

nie periódy pokračuje aj hlbšie. Takúto štruktúru nájdeme u všetkých vel’kých zubov.

Podobnost’opät’pripomı́na Mandelbrotovu množinu na obr. 4 – 30.
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Obrázok 4 – 40 Zdroj zväčšenej oblasti na obr 4 – 39.

Obrázok 4 – 41 Koexistencia periodických atraktorov s periódou 9 (červená) a 17 (zelená). p= 0.736, h=

0.734.
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Obrázok 4 – 42 Koexistencia periodických atraktorov s periódou 9 (červená) a 26 (oranžová). p= 0.72, h=

0.73.

Obrázok 4 – 43 Koexistencia periodických atraktorov s periódou 9 (červená), 17 (zelená) a 27 (ružová).

p = 0.728, h = 0.737.
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Obrázok 4 – 44 Koexistencia periodických atraktorov s periódou 27 a invariantným cyklom. p= 0.733, h=

0.7408. Dole – výrez pre výber štartovacı́ch bodov.
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Obrázok 4 – 45 Koexistencia periodických atraktorov s periódou 10 (červená) a 19 (zelená). p= 0.645, h=

0.685.

Obrázok 4 – 46 Dvojnásobok a štvornásobok periódy v hlavnom zube – 9,18,36.
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4.3.4 Oblast’III

Túto oblast’ by sme mohli označit’ aj za akúsi podoblast’ oblasti II. Je ich vel’mi t’ažko

presne rozdelit’, no hranicu medzi nimi tvoria cykly s vysokou periódou, ktoré sa postupne

rozpadávajú až do zložitej spleti čiar, ktorá vytvára podivný atraktor. Body sa po tomto

atraktore pohybujú náhodne a nemožno v nich pozorovat’ žiadnu periodicitu. Prı́klad

podivného atraktora je na obr. 4 – 35 c), d).

4.3.5 Oblast’IV

Všetky zdroje, ktoré sa venovali problematike diskretizovaného modelu Lotka-Volterra

označili pre túto oblast’ (obr. 4 – 47) ako atraktor „nekonečno“. Znamená to, že iterácie

bodov divergujú do nekonečna. Rýchlost’divergencie je rôzna. Predpokladám opät’vrstev-

nicovú formu rýchlosti divergencie ako v oblasti I. Podobné správanie možno pozorovat’

aj v Mandelbrotovi.

Oblast’ nekonečna už ale nie je tak „čistá“ ako oblast’ I. Pri podrobnejšom skúmanı́

som objavil v tejto oblasti body, pre ktoré iteračný proces nediverguje. Na obr. 4 – 47 sú

to všetky biele miesta (body) na zelenom pozadı́.

Na obr. 4 – 47 sú vyznačené tri oblasti, ktoré v nasledujúcom texte bližšie rozanalyzujem.

Pre oblast’ označenú ako 2 vybiehajú konce zubov („chvosty“) z II,III do IV. V celej

dĺžke nie sú prerušené. Podobné správanie predpokladám aj pre 3. Mojı́m experimentom

som toto spojenie v 3 neodhalil, no biele miesta predstavujú podl’a mojich predpokladov

ukončenia týchto chvostov. Spojenie s prislúchajúcim zubom je pravdepodobne tenšie než

je schopné zachytit’mnou použité krokovanie parametrov p, h (0.0001). Takýto charakter

je možné predpokladat’ po celej hranici medzi oblast’ami III a IV. V l’avej dolnej časti

je spojenie aj medzi jednotlivými chvostami každého zuba tvorené zmenšenou kópiou

vel’kého (obr. 4 – 48), v strednej časti sa tieto spojenia zužujú – nie sú tak roztiahnuté (obr.

4 – 49) a v pravej hornej časti sa strácajú aj chvosty (obr. 4 – 47 oblast’3).

Zaujı́mavejšia je oblast’ označená 1. Vyzerá, ako čast’ nejakej tenkej čiary. Študoval

som štruktúru bližšie a zistil, že to nie je čiara. Túto oblast’, ktorá je na obrázku 4 – 50,
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Obrázok 4 – 47 Oblast’IV – divergencia k nekonečnu a zaujı́mavé regióny.

Obrázok 4 – 48 Zmenšená kópia vel’kého zuba v oblasti nekonečna.
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Obrázok 4 – 49 Zmenšená kópia vel’kého zuba v oblasti nekonečna – zúžená.
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tvoria drobné čiarky, ktoré postupne smerom k (1, 1) v p− h sa stenčujú a pri mnou

použitom kroku 0.0001zmeny parametrov p, h nakoniec zaniknú.

Obrázok 4 – 50 Drobné čiaročky v oblasti 1.

Oblast’, ktorá je zakrúžkovaná je zobrazená na obr. 4 – 51. Aj táto vel’mi malá čast’

má charakter roztiahnutého zuba z II. Obsahuje cykly s periódami 17, 34, a invariantný

cyklus. Vo všetkých hraničných oblastiach sú malé červené body, v ktorých bod s takýmito

súradnicami obsahuje atraktor oboch spomenutých periód (vid’ obr. 4 – 52). Tieto body

sú však podl’a mojich testov vel’mi nestabilné a časom sa ustália na jednej z dvoch

individuálnych periód (17 alebo 34). Druhou možnost’ou je, že hranica medzi farebnými

oblast’ami (periódy a invariantný cyklus) je tak tenká tenká čiara, že pri použitom rozlı́šenı́

ju nie je možné zobrazit’ako čiaru, ale zachytil som z nej len niektoré body . Na obr. 4 – 53

je zobrazená perióda 17 a na obr. 4 – 54 perióda 34. Je vidiet’, že rozdiel medzi cyklami je

vel’mi nepatrný a z toho vyplýva aj moje tvrdenie o červených bodoch.
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Obrázok 4 – 51 Detailný pohl’ad na zakrúžkovanú čast’v 4 – 50.

Obrázok 4 – 52 Výrez z obr. 4 – 51 s viditel’nými červenými bodmi.
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Obrázok 4 – 53 Perióda 17 z obr. 4 – 51, p = 0.17, h = 0.483, x = (−1.5,6.5),y = (0,8).

Obrázok 4 – 54 Perióda 34 z obr. 4 – 51, p = 0.168, h = 0.4815, x = (−1.5,6.5),y = (0,8).
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Záver

Ciel’om diplomovej práce bolo analyzovat’dynamiku systému dravec-korist’opı́sanej mo-

delom Lotka-Volterra, naprogramovat’riešenie diskretizovaných rovnı́c tohoto modelu a

urobit’rozbor dynamiky modelu v závislosti od parametrov p a h.

Program na analýzu dynamiky systému dravec-korist’prešiel vývojom, počas ktorého

v ňom pribúdali funkcie a výsledkom je jeho dnešná podoba, ktorá umožňuje nielen pries-

kum roviny x−y, ale aj aktı́vne skúmanie vzt’ahu parametrov p a h. Hlavným prı́nosom je

nesporne fakt, že podobný softvér na prieskum vzt’ahu týchto parametrov v takejto podobe

doteraz neexistoval.

Pomocou programu a jeho modifikácii som analyzoval dynamiku modelu Lotka-

Volterra. Spresnil som hranice, ktoré v (Peitegen & Richter, 1986) autori označujú ako

nepresné a toto presnejšie vyznačenie hranı́c bolo podporené aj podobným experimentom

autora stránky (Edwards, WWW). Jeho výskum prebiehal samostatne od toho môjho.

Zistil som tvar zubov, ktoré sa nachádzajú v oblasti II a popı́sal vzt’ahy medzi nimi. Zauji-

mavým zistenı́m je analytické vyjadrenie hranice medzi oblast’ami I a II. Medzi zaujı́mavé

fakty možno zaradit’aj nájdenie niekol’kých analógiı́ s Mandelbrotovou množinou. V dip-

lomovej práci možno nájst’ i prı́klad prechodu z oblasti II do III až k hranici s oblast’ou

IV.

Ako zaujı́mavá skutočnost’ je vysvetlenie „plôšok“ pri prechode z II do III uvedených

v (Csontó & Palko, 2002) a objavenie anomáliı́ v oblasti IV.

Prı́nos, ktorý považujem za prospešný pre mňa je osvojenie si použı́vania odbornej

terminológie v praxi a zlepšenie vlastných programátorských zručnostı́.

Vzt’ah parametrov p a h ešte určite skrýva svoje tajomstvá. V d’alšom výskume by som

odporúčal sa zamerat’ na presnejšie označenie hranice medzi II-III, zist’ovanie d’alšı́ch

pravidiel v oblasti II a vyhl’adanie Feigenbaoumovej konštanty, ktorá by sa mohla nachá-

dzat’v postupnosti hlavných zubov. Na spomı́naný prieskum by si zaslúžil vylepšenia aj

program, aby ul’ahčil d’alšı́ prieskum. Ako vhodný krok považujem rozšı́renie hl’adania

cyklov na vyššie periódy, prı́padne zrýchlenie algoritmu výpočtu.
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Slovnı́k

Invariantný cyklus –

atraktor uvedený v (Peitegen & Richter, 1986) ako invariant cycle. Je to uzav-

retá krivka, po ktorej sa body pohybujú náhodne, bez periodicity. Prı́klad je uvedený na

obr. 4 – 33 – a), b)

Podivný atraktor –

zložitá splet’čiar, ktorá vytvára atraktor a nevykazuje žiadnu periodicitu, obr.

4 – 34 – e)

Zub –

názov pre oblasti roviny p−h obr. (4 – 18), ktoré pripomı́najú svojim tvarom

zub. V (Edwards, WWW) i v (Peitegen & Richter, 1986) autori tieto oblasti nazývajú horn,

čo možno preložit’ako roh. Naviac v (Peitegen & Richter, 1986) je uvedený aj prı́vlastok

„rezonančný“, nakol’ko vznikajú periodické cykly
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Parametre obrázkov

Nasledujúci prehl’ad v tabul’kách sumarizuje všetky potrebné parametre relevantných ob-

rázkov použitých v diplomovej práci, aby bolo možné ich jednoducho neskôr zopakovat’.

Parametre rovnaké pre všetky obrázky generované pre rovinu p− h: α,β,γ,δ = 1,

x = (0−6.5), y = (0−4.5), width= 325, height= 225, periodicity tolerance= 0.001,

in f inity treshold= 60.

č. obr. p h krok p krok h poč. iteráciı́

4 – 18 0−1 0−1 0.001 0.001 10000

4 – 29 0.6−0.8 0.6−0.8 0.0004 0.0004 10000

4 – 36 0.727−0.737 0.64−0.667 0.0001 0.0001 5000

4 – 39 0.712−0.74 0.72−0.745 0.0002 0.0002 10000

4 – 40 Výrez z obrázka 4 – 29

4 – 46 0.695−0.715 0.71−0.75 0.0002 0.0002 15000

4 – 47 0−1 0−1 0.001 0.001 10000

4 – 48 0.27−0.3 0.37−0.43 0.0001 0.0001 2000

4 – 49 0.3−0.4 0.5−0.6 0.0001 0.0001 10000

4 – 50 0.1−0.2 0.4−0.55 0.0001 0.0001 10000

4 – 51 0.165−0.83 0.48−0.493 0.0002 0.0002 10000

4 – 52 Výrez z obrázka 4 – 51

Tabul’ka 4 – 4 Parametre obrázkov pre rovinu p−h.
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Parametre rovnaké pre všetky obrázky generované pre rovinu x− y: α,β,γ,δ = 1,

In f initytreshold= 90, width= 400, height= 300. Symbol hviezdičky v tabul’ke nahrádza

hodnoty viacerých údajov, ktoré sú uvedené v tabul’ke pod daným obrázkom.

č. obr. x y p h poč. iteráciı́ periodicity tolerance

2 – 3 (0,6.5) (0,4.5) 0.73 0.73 200 0.001

2 – 4 (0,6.5) (0,4.5) 0.73 0.73 200 0.001

2 – 5 (0,6.5) (0,4.5) 0.73 0.73 200 0.001

2 – 6 (0,6.5) (0,4.5) 1 0.9 200 0.001

2 – 7 (0,6.5) (0,4.5) 0.9 0.85 200 0.001

3 – 9 (0,6.5) (0,4.5) 0.342 0.4 500/1000 0.001

3 – 10 (0,6.5) (0,4.5) 0.73 0.73 200 0.001

3 – 11 (0,6.5) (0,4.5) 0.73 0.73 200 0.001

4 – 21

hore

(0,6.5) (0,4.5) 0.9 0.4 200 0.001

4 – 21

dole

(0,6.5) (0,4.5) 0.2 0.1 200 0.001

4 – 25

vl’avo

(0,6.5) (0,4.5) 0.83 0.77 200 0.001

4 – 25

vpravo

(0,6.5) (0,4.5) 0.65 0.65 500 0.001

4 – 26 (0,6.5) (0,4.5) 0.25 0.3 500 0.001

4 – 27 (0,6.5) (0,4.5) 0.54 0.57 500 0.001

4 – 31 (0,6.5) (0,4.5) 0.74 0.753 200 0.001

4 – 33 (0,6.5) (0,4.5) * * 200 0.001

4 – 34 (0,6.5) (0,4.5) * * 200 0.001

4 – 35 (0,6.5) (0,4.5) * * 200 0.001

Tabul’ka 4 – 5 Parametre obrázkov pre rovinu x−y - čast’1.
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č. obr. x y p h poč. iteráciı́ periodicity tolerance

4 – 37 (0,6.5) (0,4.5) 0.7318 0.65 200 0.001

4 – 38 (0,6.5) (0,4.5) 0.7318 0.65 200 0.001

4 – 41 (0,6.5) (0,4.5) 0.736 0.734 500 0.001

4 – 42 (0,6.5) (0,4.5) 0.72 0.73 800 0.01

4 – 43 (0,6.5) (0,4.5) 0.728 0.737 500 0.001

4 – 44 (0,6.5) (0,4.5) 0.733 0.7408 1000 0.001

4 – 45 (0,6.5) (0,4.5) 0.645 0.685 500 0.01

4 – 53 (−1.5,6.5) 0−8 0.17 0.483 200 0.001

4 – 54 (−1.5,6.5) 0−8 0.17 0.483 200 0.001

Tabul’ka 4 – 6 Parametre obrázkov pre rovinu x−y - čast’2.
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3 – 8 Hlavné okno programu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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žová). p = 0.72, h = 0.73. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4 – 43 Koexistencia periodických atraktorov s periódou 9 (červená), 17 (zelená)
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